Olympiades académiques de premiere 2009

Sujets nationaux
Exercice 1

Partie A : Questions préliminaires :

On considére trois entiers deux a deux distinctoptpris entre 1 et 9.
1- Quelle est la plus petite valeur possible pour geumme ?
2- Quelle la plus grande valeur possible pour leonrse ?

Partie B : Les triangles magiques :

On placetous les nombres entiers de 1 a @ans les neuf cases situées sur le pourtour damgte, comme indiqué sur la
figure ci-dessous.
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Si les sommes des quatre nombres situés sur cldasutnois cotés du triangle ont la méme valeumSJibque le triangle est
S-magique.

(Cestadiresing+ny,+nz+n; = y+ns+ng+n; = nNy;+ng+ng+n; =
On se propose de déterminer toutes les valeurshfesseS.

1- Compléter le triangle suivant de sorte qu’il fitmagique, c'est-a-dimagique de somm@= 20.
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On considére un triang&magique et on appellEla somme des nombres placés sur les trois sommets.
a. Prouverquona45¥=3S

b. En déduire qu'on a 1¥ S<23

c. Donner la liste des coupleS (T) ainsi envisageables.

3- Proposer un triangle 17-magique.

4- Prouver qu'il n'existe pas de triangle 18-magique

5- a. Montrer que dans un triangle 19-magique, 7 estsgairement situé sur un sommet du triangle.



b. Proposer un triangle 19-magique.
6- Prouver que, s'il existe un triandgkemagique, alors il existe aussi un triangle (48) -magique.

7- Pour quelles valeurs @&existe-t-il au moins un triang®magique ?

Eléments de correction :

Partie A
1- Plus petite valeur : 6(=1+2+3)
2- Plus grande valeur : 24(=7+8+9)
Partie B :
1- Triangle 20-magique : 2
7 1
6 9
5 3 4 8
2-a.3S=m +
N+n+np+ny++n+n+mp+ng+mn+n=1+2+3+4+5+6+7+8+9F
6+45 24+ 45
b. <Ss———
3 3
c.(17,6) (18,9) (19,12) (20,15) (21,18) (22,21) 223,
3- Triangle 17-magique : 1
8 4
6 9
2 5 7 3
4- Supposons qu'un tel triangle existe, alors T=n+n,+n,=9.

Aucun des trois nombre,, N,, N, n'est 9. 9 serait donc un des six autres nombres.

Considérons le c6té du triangle sur lequel se $éuembre 9. On peut supposer par exemple lgue 9. On aurait alors,
S=n+n,+n,+n,=18, dou

n+n,+n,=9.0r, T=n+n,+n,=9. Par suiteN, =N, ce qui est exclu.

Il nexiste donc pas de triangle magique tel doe=18.
(On peut aussi envisager toutes les possibilités.)

5- a. Supposons qu'un tel triangle existe, aldrsn, +n, +n, =12.
Supposons que 7 ne soit pas sur I'un des sommetmsidérons le cété du triangle sur lequel seedéuinombre 7. On peut
supposer par exemple qu&, =7. On aurait alors, S=n +n,+n,+n,=19, dou n+n,+n,=12. Or,

T =n+n,+n,=12. Par suite, =N, ce qui est exclu.

7 est donc nécessairement situé sur I'un des soerdndtiangle.
b. Triangle 19-magique 7
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3 8 6 2
6- Il suffit de remplacer chaqug par 10 n; ; les sommes sont alors remplacées par 86t

les10 —n; sont deux a deux distincts et compris entredl et

7- Les valeurs de S pour lesquelles ont peut troundriangleS-magique sont : 17, 19, 20 (trouvées dans les ipmsst
précédentes) et 23, 21 (d’'aprés la question prétéde
18 n’est pas-magique. Donc 22 ne I'est pas non plus.



Exercice 2 :

On plie une feuille de papier rectangulaire le lofgne de ses diagonales ; on coupe les partieregge recouvrent pas puis
on déplie la feuille.

On admet qu’ainsi on obtient toujours un losa(wpte propriété sera démontrée dans la derniggstign de I'exercice).

L'unité de longueur choisie est le centimétre.

1- Construire le losange obtenu a partir d'une feudctangulaire de longuelr= 16 et de largeur= 8.
On pourra notec la longueur du c6té du losange.

Les questions suivantes sont indépendantes.

2- Dans cette question, la feuille rectangulaireléeart a pour longueur 16 et pour largeur 8. Catdallongueur du coté du
losange.

3- On veut maintenant obtenir un losange de c6té partir d'une feuille dont les dimensions (longuet largeur) sont des
nombres entiers.
Quelles sont les dimensions possibles pour ldidede départ ?

4- A partir d’'une feuille de longuelr, on a obtenu un losange dont l'aire est égale% @B celle de la feuille de départ.
Exprimer, en fonction dk, la largeut de la feuille de départ.

5- Démontrer le résultat admis initialement, & sagoe la manipulation décrite en début d'énoncé dotalijours & un
losange.

Eléments de correction :

B 2- Sachant que AE'CE est un losange on a :
(L6—c)? +8% =¢* soitc= 10

E 3- On a nécessairemenft. — 75)* +12 = 757 avec
' L>8
J soit: 12 =L(@5-1L)
L d’'ou les seules réponses entierks12 etl=6.
B Et ces deux dimensions conduisent a un losangétde c
7,5 cm.

4- Sachant que AE'CE est un losange, on a ED=E’B donc
les triangles rectangles BCE' et AED sont isomée) La
somme de leurs aires est égale a 25% de l'aire du

D rectangle.

D'ou I'égalité : (L —c)l = 025L1 dot ¢ = 0,75L

5- Le pliage correspond a une symétrie axiale d'&@)(

Notons B’ I'image de B et E I'intersection de (AR} (CD) (qui sont sécantes) et E’ le symétriqu&d&’ est sur (AB) car
CBEFE'’ est un triangle rectangle image de CB’E).

La symétrie assure les égalités de longueurs : CE’st AE=AE’

On conclut avec le parallélisme de (CE) et (AE).



