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L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(v compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une errveur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit ['épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la

rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de ’identifier.
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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs et autres appareils électroniques si-
milaires, ainsi que les documents sont interdits. La qualité de la rédaction sera un facteur
important d’appréciation des copies. On invite done le candidat A produire des raisonne-
ments clairs, complets et concis. Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les
questions ou parties précédentes; il veillera toutefois A préciser la référence du résultat
utilisé,

Notations.

On note N I'ensemble des entiers naturels, Q le corps des nombres rationnels, R le corps des nombres
réels, 2 le segment [0,1) € R et £ = 0\ Q, I'ensemble des réels irrationnels de l'intervalle [0,1).

Etant donné un nombre réel x, on note |z la partie entiére de .

On définit application 7" : £} — {) par

1— |1 siz€)0,1]
Ty = [ 2 e )
() { 08 x r_ 0.

Pour tout entier n = 2, on pose T" =T o T'... o T, avec par convention TO=Idg et T =T.
7 loia
Etant donné une suite de réels strictement positifs (@n)n=1, o0 pose

1
[0;a1] = a

et
1

1
L T

iy o ———
A 1
S

138

[0;a1,az,...,ax] = pour k = 2,

et on note 1y, ag,..a, 18 fonction homographique de € vers R définie par
""/"uh{l-g.....ﬂ”(t) — [0; 1,82, ..,0p-1,0n + I'] pour L e fl

Etant donné quatre réels a, b, ¢, d, si f désigne la fonction homographicque définie par

_at+ b

ft) = el +d

noug éerirons également en utilisant une notation matricielle,

=% 5)o

On rappelle que pour deux fonctions homographiques données,
_fa b NEAY
=45 )oesn=(5 7)o

(feg)(t) = M(t),

on a



avec M le produit matriciel dans l'algébre Ma(R) des matrices carrées d’ordre 2 A coefficients réels :

n=(ca)(5 1)

Nous noterons A la mesure de Lebesgue définie sur la tribu borélienne B de §2 et nous écrirons simple-
ment fonction mesurable pour fonction numérique définie sur £ et B-mesurable.

On note LY(§2, B, A) pour désigner I'ensemble (des classes) de fonctions mesurables dont la valeur ab-
solue est intégrable sur £ pour la mesure A. §'il n'y a pas d’ambiguité sur la mesure on notera tout
simplement L'(£2).

Enfin, on rappelle la propriété de régularité de la mesure de Lebesgue : pour tout B € B, on a

A(BJ . [#] nuvnrl.lgtf 1, Bco A((J)

et pour tout £ = 0, il existe un fermé F' de € et un ouvert O de {2 vérifiant

FCBcCcOet A(ONFY) <e.

Objectif du sujet.

Le sujet a pour but de définir le développement en fraction continuée d'un réel irrationnel de 'inter-
valle [0,1] (partie I), d’établir certains résultats de régularité « en moyenne » de ce développement et
d’obtenir des estimations quantitatives de sa vitesse de convergence, dus & Khintchine et Lévy (partie
IV). Pour y parvenir, les outils essentiels sont le théoréme ergodique de Birkhoff, établi & la partie
I1, ainsi que 'étude d'une mesure possédant des propriétés d'invariance et d'ergodicité remarquables
(partie I1I).

Dépendance des parties entre elles. Les parties I, IT sont indépendantes entre elles ainsi que la
section ITL.1, La section ITL.2 utilise les résultats de la partie I Enfin, la partie IV utilise les trois
parties précédentes.

I Reésultats préliminaires

Développement en fraction continuée d’un réel irrationnel.

Soit = € £V,

1. Montrer que ]

O —
a1(x) + T'(x)
ol aj(x) = HJ ’
2. En déduire 'existence d'une unique suite d'entiers strictement positifs (a,(x))p>1 vérifiant, pour
tout entier n = 1

1
e R
an(z) + Tn(zx)
= Yy (2),aa(a),...an(z) (T (2));
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aveo

aj(z) = ay (T (2)) = {Ti—ll(;c)J pour j = 2,
On définit les suites (pﬂ(.:r:))ﬂzu et (qn(m))ﬂzu par
{ po(z) = 0, pr(z) =
qo(z) =1, () = ( ),

et, pour n = 2 :
{ Pn(m) — ﬂn(I)J-"n—l(I) + .T-'n—ﬁ(m)
an(x) = an(z)gn-1(x) + gn-2(z).

3. Etablir les identités, valables pour tout entier n = 1 :

(4 ) (? i)~ (3 o) = (32 243

ch

4. En déduire que pour tout entier n = 1,

n(®)pn-1(x) = pn(x)gn-1(z) = (=1)",
Montrer par ailleurs que g, (2) = 2°7

2\l ':::L‘i = ifi

5. ntrer A t = :
5. Montrer que pour n = 0, on a Pos s

. En déduire que pour tout n = 1,

 Pn (.1:)
L=
in(2)

1
'f.fﬂ( )”fH—l( ),

et conclure sur la limite de la suite ( ! : ) :
anl®) /nz=p

Calcul de trois intégrales.

7. Démontrer que
+o0 ﬂ.

Jo 1+.E Z ﬂz

=]

8. On considére la fonction f: R = R, 2r—périodique, et telle que
3 2

T i
J(t) m -7 pour t €| — m, 7).

(a) Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa convergence,

(b) En déduire que
in(x) 72
—t (] e
fu Ttz 0012

1 +o0
lex dm_ZInk)ln( ﬁ)

9. Monfrer que

4



10, On rappelle (et on ne demande pas de le redémontrer) qu'il existe un réel 4 (constante d’Euler)
tel que

1+§+...+%—lll(n)—r’yquundn-—r-l-m.

Montrer que 'application 7" est mesurable et que
f T(x)de=1-+.
0

II Théoréme de Birkhofl

Dans cette partie, p désigne une mesure de probabilité quelconque définie sur la tribu borélienne B de
1= 1[0,1], et U : @ = 2 une application B-mesurable quelconque. L'expression « presque partout »
est relative & la mesure g,

On suppose de plus, dans toute cette partie, que U et g vérifient les deux conditions suivantes :

(1) Pour toute fonction f € LY, B, p), on a fo U € LY, B, i) et
f 1/

/ foUdu= [ fdu
401 o {1
On dit alors que p est tnvariante par U,

(#4) Toute fonction B-mesurable f: ) — R, telle que fo U = [, est égale presque partout A une
conatante,

On dit alors que UV est j-ergodique.

Soit f: ! = R une fonction positive et p-intégrable. On pose

=]

fo=0et fn = ZjaU“' pour n = 1,
k=0

oft U* désigne la composée k fois de Papplication U.

fi=1
Soit g : 2 = R une fonction p-intégrable, Avee la convention Z golU' =0 pour n = 0, on introduit
i=0

=]
¥ = 8Up (J’M - Z go U")

nel i=0

les fonctions définies sur €1 :

et pour tout entier n = let jtel que 0 < j < n:
f=]
n— - -— i
uf = max fe— i E golU' ).
j=1

(On prendra comme convention 2= 0.)
i1=j
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Un lemme de Riesz.

Soit un entier n = 1 et uy, ug,...,u, des réels. On pose, pour tout entier j tel que 0 < j < n :
Uy = max (O, Ugeply Ugepd + Ugaky ooy U1 + .. F uﬂ)

et on pose également v, = 0.
1. Pour tout réel z, on pose x+ = max(z, 0). Montrer que pour tout entier j tel que 0 < j < n,on a

vy = (Vj41 + uj41)”

2. En déduire que, pour ces mémes j, on a

vj = Uj41 + w1y, m0),

ol la constante 1y, gy est définie par

1giw =0
1 = ,
{v;>0} { 0 sinon.

3. En conclure que
n-—1

> ugpiliy,s0p 2 0.

j=0

Inégalité Maximale
4. En utilisant le lemme de Riesz, montrer que pour tout entier n = 1 :

fi=1

Z (fj+l = fi=go U-f) Loy = 0,
j=0

ofl la fonction 1{1,;}0} est définie par

1 si vjf(z) =0
0 sinon.

Lpso)(@) = {

5. En déduire que

fim=]
Inz (g0 U'f)]-{u}‘}{)}
Jj=0

6. Montrer que

v = 'ug_j o M7,

et en déduire que
n-1

Iz X (o1g-isey) oV

i=0

7. En déduire Uinégalité, dite 'Tnégalité Mazimale,

duz [ gdu
Af W2 Josnyd



Preuve du théoréme de Birkhoff

8. Soit f* = limsup ,l,f-n- Montrer que la fonction f* est presque partout égale & une constante
(éventuellement infinie).
On pourra utiliser la fonction arctan(f*).

Par abus de notation, on notera dans la suite de cette partie, cette constante f*.

9. Soit g une constante strictement inférieure & f*. On pose (par abus on note g la fonction constante
égale & g).

‘ 5up (fn HZ_:QQUE)

ﬂc
Montrer que la fonction v est strictement positive presque partout, et en déduire que

10. Pour tout entier N = 1, on pose

(a) Montrer que 0 < fy = f et que

1 n=1 . 1 n—1
liminf L i> N — limeup & _ oy
iminf - Z felU!' = N =limsup - E(N NralU
{=0) t=0
(b) Montrer que
lﬂ 1
lim iu[— Z folU'= f ?N dp presque partout.
i=0
(¢) En déduire que
) i I =1
liminf — E foll' = / J dp presque partout,
T i=0 iy

puis que
lun - E folUl= / [ dp presque partout.

P30 T

11. En déduire le théoréme de Birkhoff : pour toute fonction f € L'($2, B, 1),

q n=1

1
lim - Z folll = f f dp presque partout.

—FoD 7,

II1 Propriétés de Popérateur 7

Jusqu'a la fin du probléme, la lettre T' désigne la fonction définie dans le préambule, c’est-A-dire
T : 1 = ] définie par

1|1 sixel01
T(m):{aes‘“l;ni(l‘* 0,1]

On note B la tribu borélienne de {2 = [0,1], A la mesure de Lebesgue sur B, et u 'application définie
sur B par

1 1
A = 2 vour tout A € B.
ji(A) n(2) j.; T2 dz pour tout A € B
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IT11.1 Invariance de la mesure y par 7'

La mesure de Gauss

1
2,

(2]

10.

Démontrer que i est une mesure de probabilité sur © (appelée mesure de Gauss),
Montrer que pour tout A € B
s = H(4) £ 7=~ (1)

Soit f : 0 — R une fonction mesurable. Montrer que f € L'(,B, A) si, et seulement si,
f e LY, B, u).

. Soit & un réel fixé tel que 0 < o < 1. Montrer que

3

(0,0 = (0} u U [

k>1
Montrer que pour tout réel o € [0, 1],
([0, ) = ([0, )
et en déduire que pour tous réels ev et Stelsqued<=a<fF<1,ona
p(T7 (e, A)) = pJex, B)).

Montrer que tout ouvert de £ est réunion dénombrable d'intervalles ouverts dans 2 et deux &
deux disjoints.

En déduire que pour tout ouvert O de {} et tout fermé F de £2, on a
u(T7H0)) = p(0) et (T (F)) = p(F).

Soit A € B.

(a) Montrer que quelque goit £ = 0, il existe un fermé F' et un ouvert O deQ telsque P A € O
et p(ONFY) <&,

(b) En déduire que ;J,(T"j{}l)) = u({A).

Montrer que
/ lijoT du= f 14 dp = p(A) pour tout A € B,
1 i

o 1,4 désigne la fonction indicatrice de A.

En déduire que g est invariante par 7', ¢'est A dire pour tout f € LY, B, ),

rz"1=f dp.
/ﬂfﬂ dp nf I

On pourra commencer par établir ['égalité pour [ =0,

I11.2  Ergodicité de 7'

On reprend les notations de la partie I



Intervalles fondamentaux.

Soit n un entier = 1 et ay, ag, ..., a, des entiers strictement positifs fixés, On pose
Alay,ag,...,an) = {z €Y [ a1(x) = a1, a2(2) = aa, ..., aa(z) = an}.
L’ensemble A(ay,az,...,a,) est appelé intervalle fondamental d’ordre n.

1. Montrer que pour tout ¢ € {2 et pour tout = € '

_ tpa-1(z) + pa(z)
tqn—1(x) + gn(x)

'J"m(ﬂ!},ag(m)‘...,rx,;(ar) (f)

2. Montrer que A(ay,azg,...,a,) est 'intersection de )’ et d'un intervalle de R. dont on précisera les
extrémités en fonction des entiers p,—1(x), gn-1(2), pa(z) et g.(z) (pour z € Alay, az,...,a,)).

3. En déduire que A(A(ay,az,...,a,)) = ﬁl-r
Inégalité de sous-mélange.
Soit e = 0, A € B et h: ) — Q une application mesurable vérifiant pour tout ouvert O
ad(O)AMA) = Mh™(0) N A).
On suppose de plus que la mesure de Gauss g est h-invariante.
4. Soit B € B. Montrer que pour tout £ = 0, il existe un ouvert O, B € O, tel que
aAO)A(A) < £+ A(h~H(B) N A).

On pourra uliliser Uencadrement de la question ITL1.2, la question IT1.1.8 et la régularité de la
mesure de Lebesque rappelée en préambule.

5. En déduire que pour tout B € B
aA(B)A(A) = A(h~1(B) N A).

Soit A € B invariant par T, c’est A dire tel que 7! (A) = A, Soit également n un entier > 1 et
i, as, ..., 0y des entiers strictement positifs fixés. On pose pour simplifier,

Ay = A(*’1".1.| 2, .. -:”-n} et 1/’11 = "'f-’a;,ag....,rz,.v
6. Soient u,v deux réels tels que 0 < u < v = 1, Montrer que

ACT ™" (Juyv) N Ag) _ gn(v) = thn(u) _ fu— u)( n(dn + Gn-1)

')‘(Aﬂ) - ‘1"‘:1(1) — d"ﬂ(o) in + uqn—l)(‘?ﬂ + '”‘.?n—l)

et en déduire que
AT (Ju, v)) NAR)
A(An) '

1
=A(Ju,v[) =
2

7. En déduire que pour tout ouvert O de ) :

%A(G))\(&n) = A(T7(0) N An).
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8. En conclure que pour tout intervalle fondamental A,

1
EA(A)A(AH) < A(ANA,).
9. Montrer pour tout ouvert O de {2 :

AA)A(O) € MANO).

b=

10. En déduire que pour tout B € 5 :
SAANB) £ AN B).

11. En conclure que

ji(A) =0 ou p(A) =1,

12. Soit f: £ = R une fonction mesurable telle que fo 7 = f. Pour { € R, on pose
Ar={z €/ [(z) € — oo,i[}
el
By ={z €/ f(z) €]t +oo[}.
(a) Montrer que pour t € R, u(A,) et p(B;) valent 0 ou 1.
(b) Montrer qu'il existe ¢y tel que pu(Ay,) = 0.
(¢) Justifier 'existence dans R de s = sup {t € R/ u(A;) = 0}, et montrer que u(A,) = 0.
(d) Que vaut p(B,) =07

(e) Conclure que 7" est p-ergodique.

IV Applications du théoréme de Birkhoff

Dans cette partie, on conserve les notations de la partie I11. L'expression « presque tout » est relative
4 la mesure de Lebesgue A (ou de fagon équivalente & la mesure j),
Fl=]
1. Montrer que la suite (,'7 Z T*(u:)) converge pour presque tout x € {2, vers une limite que
i=( n=1
I'on déterminera.

2. Théoréme de A. Khintchine (1935).

Montrer que, pour presque tout x € 2,

lim {a1(x)as () ... an(x) =

— B
o~
—
4+

bl

o~

?_:-.-

e =

%]

A —

M
=)
ol
=
ol

=
Il
=

3. Théorémes de P. Lévy (1936).

(a) Montrer que pour tout z € ' et tout n =1, on a

e pn(x) + T (x) pa-i()
‘ qn(2) + T7(z) gn-1(z)’
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(b) Montrer que pour tout z € £ et tout n = 1, on a

i
ga(@) = pu(2) = (~1)" ] T*(a).
Fr=0)
(¢) En déduire que, pour presque tout z € £2,
'?TE

g
Jim = 1n(jgn(@)a = pa(@)]) = ~ 575

(d) Montrer que pour tout = € £ on a § < ¢u(2) [gn-1(2)z — pa—1(z)| = 1. En déduire que
pour presque tout x € {2

lim = 1n(ga(e)) = .m
n—rco ) 12In2
puis que
lim }-ln ( T = Pa(@) ) = m* .
n—+o0 §), "]'n(-'”) Gln2
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