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Probléme n° 1

Notatlons
On note C 'ensemble des nombres complexes,
La partie réelle du nombre complexe z est notée Re z.

Le module du nombre complexe z est noté |z] ot on rappelle que, pour tout nombre complexe z,
2 —
|Zl* =z E.

Soient p et g deux entiers relatifs tels que p = ¢, on note [p, g] I'ensemble des entlers relatifs k tels
quep=s k=g,

Préambule

Ce probléeme est composé de trois parties,

La partie A gém‘:rallﬂe l'lnéga]lté tt'langulah'e dans T el son cas d'égulil(_‘!,

La partie B est une application d'un résultat de la partie A & un probleme d’optimisation,

La partie C est une application d'un résultat de la partie B a un probleme de géométrie du triangle.

Partie A

On considéere un entier naturel 7 non nul,

L. 1. Justifier que, pour tout nombre complexe z, Rez = |z| et étudier le cas d'égalité,

2. Question de cours. — Démontrer que, pour tout couple (2;,2;) de nombres complexes,
|21 + 22| = |2 ] + |22l

3. On suppose 21 et zz sont des nombres complexes non nuls. Montrer que l'inégallté pré-
cédente est une égalité sl et seulement s'il existe un réel positif A tel que z; = 1z, Inter-

préter ce résultat en termes d'argument.

I. 1. Démontrer que, pour tout n-uplet (2;,2;,...,2,) de nombres complexes,
H H
|Z.-n;| = Zlﬂ;}.
k=1 k=l

2. Montrer que, si 21,..., 2, sont des nombres complexes tous non nuls, I'inégalité précé-
dente est une égalité si et seulement si

Ykell, nl, 3:1*-!-.“.;. Zj =il.k§::.

Interpréter ce résultat en termes d'arguments.

Partle B

On se place désormais dans le plan complexe 22, d'origine O. Soit un entler 7 = 3. On considere n
points Ay, Az,..., A, d'affixes respectives z,,2z,..., 2, tels que
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(i) Pour tout & € [1,n], Ag est distinct de O.
(i) Les Ap sont deux i deux distinets.

(iif) 11 n'existe aucune droite du plan 22 contenant tous les Ag.

" 31:
{iv) — = ),
E |z]

I. Donner un exemple de n-uplet (), 23,...,2,) vérifiant I'égalité précédente.
II. Pourtout k € [1,n], on pose ug = Ei—l- Soit M un point de 22 d'affixe z.
1. Vérifier que
i Urlz—zk)=- }i |2kl
k=1 k=1

2. En déduire I'inégalité () ci-dessous ;
n H
lz—zkl = Y |2l (%)
k=] k=1
3. En utilisant la question I1.2 de la partie A, démontrer que I'inégalité (%) est une égalité si
et seulement si, pour tout k € 1, n], Uy (z = z3) est un réel négatif.

4. In déduire que I'inégalité (%) est une égalité si et seulement si z =0,

H
5. Etablir que la somme Z M A atteint son minimum en un unique point M que l'on
k=l
précisera.

Partie C

On se place toujours dans le plan complexe 22, On considére trois points A, B, C d'affixes respec-
tives a, b, ¢ et tels que ;

= Les points A, B, C ne sont pas alignés,

e —

= Chacun des angles (E.A_'C). (BC,BA), (CA,CB) possede une mesure appartenant i l'inter-
valle [0,27/3].

Sur les edtés du triangle ABC, on construit vers I'extérieur trois triangles équilatéraux AC'E, BA'C
et CB'A. On nomme a', b', ¢’ les affixes respectives des points A, B', C'.

I. Faire une figure et tracer les droites (AA"), (BB") et (CCH).

II. On admei que les droites (AA"), (BB') et (CC') sont concourantes en un point {2 strictement
compris & I'intérieur du triangle ABC. En utilisant une rotation de centre A exprimer b’ en
fonction de @ et ¢ et b en fonction de a et ¢’

; b'-b
1L En déduire le module et un argument de —.

-

IV. Déterminer une mesure de chacun des angles (Q8,QC), (2, 0QA) et (Q24,Q8).

V. Démontrer que
i 0B ac¢ o

A" OF 00

. En utilisant les résultats de la partie B, établir que la somme MA + MEB + MC admet son mi-
nimum en un unique point que I'on précisera.

v
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Probleme n° 2

Notations
On note N I'ensemble des entiers naturels et N* I'ensemble des entiers naturels non nuls.
On note R I'ensemble des nombres réels et B I'intervalle |0, +ool.

La partie imaginaire du nombre complexe z est notée Im z.

Préambule
Dans tout le probléme, les suites considérées sont a valeurs réelles.

La partie A aborde la convergence des suites monotones et aboutit 4 quelques résultats sur la série
harmonique.

Les parties B et C envisagent I'étude de la convergence au sens de CESARO et son lien avec la conver-
gence au sens usuel.

Partie A
I. Questions de cours
1. Démontrer que si (tty)peny €5t une suite croissante et non majorée, alors elle diverge
VErs +oQ,
2. Démontrer que si (1,),eny €5t une suite croissante et majorée alors elle converge,
3. FEtablir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite décroissante soit conver-

gente.
II. On considére la suite définie pour tout entier naturel sz 2= 1 par
no
n = E_l T
1. Donner une interprétation graphique de @, a partir de la représentation graphique de la
fonction inverse sur l'intervalle (1,1 + 1],
2.  a. Démontrer que, pour toul entier n = 1,

fapy =ty ==,
2

b. La suite (a,),2; est-elle convergente ?
3. Recherche d'un équivalent de a, au voisinage de +ec.
a. Démontrer que, pour tout entier naturel & non nul,
| k+1 i 1
r— f =dig -,
k+1 Ji
b. En déduire que, pour tout entier naturel n =1, ay=1=Ilnn = a,.
¢. En déduire un équivalent de @, au voisinage de +oo,

4. On pose, pour tout 1 = 1, by, = a, ~Inn. Al'aide des résultats des questions 11.3.a et [1.3.b,
démontrer que la suite (b)) est convergente,
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Partie B

A toute suite (1)1, on associe la suite (¢,),») définie par

1 B
Ynzlv,=— Zm_-.
=

On dit que la suite (1) =) converge au sens de CESARO si la suite (v,),s1 converge.

L. 1. 50it (tty)ps1 une suite de limite nulle et £ € /3.
a. Montrer qu'il existe ng € W™ el que, pour tout 7t = ng
] f 1 Hpy
- iuk —ES iy s — }juk +E,
LAYy R \igm1

b. En déduire que la suite (v,),» converge vers (.

2. Enoncer et démontrer la généralisation du résultat précédent au cas oil la suite (1) a1
converge vers un réel £ quelconque,

II. Application & la recherche d'un équivalent :
On considére la suite définie par

X (14 xy)

x1=1 et YrneN*, xupu=
1 el l+2x”

1. Montrer que pourtoutn =2, 0<x, < 1.
2. Montrer que la suite (x,) =1 est décroissante.
3. La suite (x,)nz1 est-elle convergente ¥ 5 oui, déterminer sa limite.
4. Vérifier que, pour tout n € f°,
1 1 1

S ol B

Xn+l  Xn 1+ xy

5. Pour tout i1 = 1, on pose

1 1 g 1 i
iy & m——— Uy = = Hp .
ETES R

Montrer que (i), converge vers 1,

6. Exprimer v, en fonction de x,4; et x; et en déduire un équivalent de x, au voisinage
de +oo,

II. Soit (x,),=) une suite réelle,

1. On suppose que la suite (x;) 551 converge, Montrer que la suite (X401 — X5)p21 cOnverge,
2. On suppose que la suite {(x;4+1 — X,),e1 converge vers un nombre réel £,

a. Montrer que la suite [%]nal converge et préciser sa limite.

b. Etudier la convergence de la suite (x,),») dans le cas ol £ # 0.

¢. Dans le cas ol £ =10, la suite (x,),3; est-elle nécessairement convergente?

Partie C

1 1
1. Dans cette question, pour i = 1, on pose i, = (—=1)" et v, = = Z L.
k=1

Page5/6

Tournez la page S.V.P.



1. Etudier la convergence de la suite (1) p51-

2. Conclure quant 4 la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la question 1.2
de la partie B,

n
II. Soit & un nombre réel. Dans cette question, pour 1 = 1, on pose u, =sinna et v, = — E L.
L

1. Etudier la nature des suites (14,) =1 €t (y)ns1 loraque @ =0 (mod 7).

2, Pour n > 1, on pose ¢, = cos na. Exprimer ;.2 = uy en fonction de ¢4 et ;42 + 14, €n
fonction de wpy.
3. On suppose dans cette question que @ # 0 (mod 7).

i, On fait 'hypothése que la suite (1,,),5 converge. En utilisant les deux relations éta-
blies & la question 112, démontrer qu'alors la suite (¢,),1 converge également et
préciser les limites des suites (1p)pz1 et (€n)uz-

b. Conclure quant & la convergence de la sulte (i) pz1.

¢. En remarquant que sinka = Im(e'*®), montrer que la suite (v,),=) converge et don-
ner la valeur de sa limite.

IIL. Dans cette question, on suppose que la sulte (1), st croissante et que la suite (V) pz)
CONVEerge.

1. Démaonirer, pour tout n = 1, U'inégalité

2R

RUps1 & Q. Uk,
k=n+1

2. En déduire que, pour tout 27 = 1, by = 20, — Uy,
3. Etablir la convergence de la suite (u,),2) et préciser sa limite.

4. Enoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d'une condition nécessaire et suffi-
gante.
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INFORMATION AUX CANDIDATS

Vous trouverez ci-apres les codes nécessaires vous permettant de compléter les rubriques

figurant en en-téte de votre copie.

Ces codes doivent étre reportés sur chacune des copies que vous remettrez.

» Concours externe du CAPES de I'enseignement public :

* Mathématiques:
Concours Sectionfoption

A3[O[O[E]

* Langue régionale Breton :
Concours Sectionfoption

EIBIE OlLILAE]

Epreuve

410

Epreuve

1[0

kal

=

Matiére

3]6/1l0

Matiére

216110

» Concours externe du CAFEP/CAPES de I'enseignement privé :

* Mathématiques:
Concours Sectionfoption

EIBIF [3[0O[E]

* Langue régionale Breton :
Concours Section/option

E[BIF] OlG]G[E]

Matiére

6[4[0

=

Matiére

2610
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