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Calculatrice électronique de poche - y compris calculatrice programmable, alphanumérique ou a
écran graphique — a fonctionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément a la
circulaire n® 99-186 du 16 novembre 1999.

L'usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique
est rigoureusement interdit.

Dans le cas ol un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit & formuler une ou plusieurs hypothéses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : Hormis I’en-téte détachable, la copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat,
comporter aucun signe distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé
comporte notamment la rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de
signer ou de Uidentifier.
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Montrer qu’il existe deux suites (Xn)nen+ €t (Yn)nenx.. -

Lire :

Montrer gu’il existe deux suites d’entiers (X,)nen>€t (Yn)nens- .-
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PRECISION COMPLEMENTAIRE

Probléme 2

PartiesB et C

Tous les instants considérés sont des nombres entiers naturels.




~ Probléme 1 : continuité uniforme

Etant donnée une fonction f de variable réelle définie sur un intervalle I d’intérieur non vide, on dit
que [ est uniformément continue sur I lorsque :

Ve>0,3n>0,V(m,y)EI2,(Iw—y| n=|f(z)— f(y)|$8)

1. Ecrire a I'aide de quantificateurs la proposition « f n’est pas uniformément continue sur I ».

2. On rappelle qu'une fonction f est lipschitzienne de rapport k, ot k est un réel strictement
positif, si pour tout couple (z,y) d’éléments de I on a :

[f(z) = f(y)| < klz — vy

Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I.

3.1. Montrer que pour tous réels z et y on a :
1yl = lal| < Iy =

3.2. On considére la fonction f définie sur R par :

1

@)= 137

Montrer que f est uniformément continue sur R.

4.1. Montrer que pour tous réels positifs z et y on a :
VZ+y<Ve+ .y et |\/E—\/_‘ Ve =yl

4.2. Montrer que la fonction g : z — /x est uniformément continue sur R*.

4.3. Montrer que la fonction g n’est pas lipschitzienne sur RT.

5.1. En considérant les deux suites de réels (zn,)nen €t (Yn)nen définies pour tout entier n par
z, = Vn+1 et y, = /n, montrer que la fonction h : z — z? n'est pas uniformément
continue sur R.

5.2. La fonction h est-elle lipschitzienne sur R 7

6. Soit F' un application uniformément continue de R* dans R. On se propose de montrer qu’il
existe deux réels a et b tels que, pour tout z € RT :

Fz)<az+b

6.1. Justifier 'existence d'un réel n; strictement positif tel que :

V(@,y) € ®")? (je —y| <m = |F(2) - F)| <1)

Soit g € RT.
6.2. Soit ng le plus petit entier tel que L < 7y ; justifier 'existence de ny et exprimer ng en
7

fonction de g et de ;.
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6.3. Montrer que :

iy (k + 1).’1?0 kxg
Flan) ~FOI< X |F (Blm) _p(E0) ‘
6.4. Conclure.
T
7.1. Les fonctions polynémes de degré supérieur ou égal & 2 sont-elles uniformément continues

sur R?
7.2. La fonction exponentielle est-elle uniformément continue sur R ?
8. Théoréme de Heine

Soit I = [a;b] (a < b) un segment de R. On se propose de démontrer le théoréme de Heine ! : si
une fonction G est continue sur I alors elle est uniformément continue sur I.

On suppose dans la suite que G est une fonction continue sur I = [a;b] et que G n’est pas

uniformément continue sur I.

8.1. Justifier qu'il existe un réel £ > 0 et deux suites (Zn)n>1 €t (Yn)n>1 d’éléments de I tels
que pour tout entier n = 1 :

1
|Zn — yn| < - et |G(zn) —Gyn)| > ¢
8.2. Justifier qu’il existe deux sous-suites (Z,(n))n>1 €t (Yo(n))n>1 convergentes telles que pour

tout entier n > 1 :
1
!xc(n) - yo(n)| < E et IG(ma(n)) - G(ya(n))i > €

8.3. Montrer que :

O LD

8.4. Conclure.

9. Soit J un intervalle d’intérieur non vide. Si une fonction G est uniformément continue sur tout
intervalle [a;b] inclus dans J, G est-elle nécessairement uniformément continue sur J ?

Probléme 2 : marches aléatoires

Partie A : quelques résultats d’analyse

1. On considére la suite (H,),>1 définie par :
T
=3
k=1

1.1. Montrer que pour tout entier k > 1 :

7| =

1.2. En déduire que pour tout n = 1 :
In(n+1) < H, <1+1In(n)

puis que
H, +r;0 In(n)

1. Eduard Heine (1821-1881), mathématicien allemand
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2. On considére la suite (Kp)n>1 définie par :

2 1

k2
k=1

Kp=

Montrer, & 'aide des outils de terminale scientifique, que la suite (K,),>1 converge; on notera
K la limite de cette suite (on ne demande pas de calculer K).

3. On pose pour tout entier naturel n non nul :

-2 (2)

T o4n \ n
On admet la formule de Stirling? :

n\n
nl ~ (—) 2mn

00

. 1
Montrer que la suite (an)nen- converge vers —

vV

4. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a :

i1 (\/*n,-l-l—&/ﬁ)2

. 2/nvn+1

5. En déduire que la suite (a,)nen- est croissante et que pour tout entier n > 1 :

ay <

-

6.1. Montrer que pour tous réels a et b on a : (a + b)? > 4ab.

6.2. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul :

2 1
(\/n+ —\/?’_1) < m

7.1. Montrer que pour tout entier n = 1 :

1
OStpp1—n < 77—+

8n(n+ 1)/
7.2. Montrer que pour tout entier k > 1 et tout entier p = k :

1
8k/m

0<ap—ag <

7.3. En déduire que, pour tout entier & non nul :

1
8le+/m

0<

—ar <

S

2. James Stirling (1692-1770) mathématicien écossais
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Partie B : marche aléatoire sur une droite

Soit (O; 7) un axe gradué. Une particule située sur un point d’abscisse k € Z saute 4 chaque instant
sur le point d’abscisse k + 1 ou sur le point d’abscisse k — 1, avec la méme probabilité.
Chaque saut est indépendant du précédent.
La particule est a l'origine & l'instant ¢ = 0.
On note Oy la variable aléatoire égale a 1 si la particule est & I'origine a l'instant ¢ = k et 0 sinon et
U, la variable aléatoire égale au nombre de passages en O de la particule entre les instants 1 et 2n
(n>1).
1. Exprimer la variable U, en fonction des variables O.
2. Pour tout k& > 1, montrer que :
2.1. P(02k+1 =:1):=0;
1 [2k a
2.2. P(Oy =1) = 4_""(k) = 7’;
3. Calculer I’espérance mathématique E(U,) de la variable aléatoire U,, et montrer que, pour tout

entiern > 1 : ( )
2n+1) /2n

4. En déduire un équivalent de E(U,,) lorsque n tend vers +oc.

Partie C : marche aléatoire sur un plan

Un plan est rapporté a un repére orthonormal (O; 7, 7). Une particule située sur un point de coor-
données (k, ) € Z? saute a chaque instant sur I'un des points de coordonnées (k+1,£+1), (k+1,¢—1),
(k—1,£+1) ou (k—1,¢ — 1) avec la méme probabilité (c’est-d-dire qu’a chaque étape, la particule
se déplace selon la diagonale d'un carré). -

Chaque saut est indépendant du précédent.

La particule est a l'origine a l'instant ¢ = 0.
On note Oy la variable aléatoire égale a 1 si la particule est & l'origine a 'instant ¢ = k et 0 sinon et
U, la variable aléatoire égale au nombre de passages en O de la particule entre les instants 1 et 2n
(n=1).

1. Exprimer la variable U,, en fonction des variables O.

2. Pour tout k > 1, calculer P(Ogx4+1 = 1) et P(Ogi = 1).

3. Montrer que 'espérance de U, est donnée par :

i

E(Un) = Z %

k=1
4. Montrer que pour tout entier £ > 1 on a :
2
1 1 ajy 1

- =
mk  4mwk? T k 7k

5. En déduire un équivalent de E(U,) lorsque n tend vers +co.

1ation de Pell-Fermat

On se propose de déterminer s'il existe des entiers strictement positifs m et n (m < n) vérifiant
Pégalité :

m n
Zk = Z k
k=1 k=m
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1. Montrer que ce probléme peut se ramener a la recherche d’entiers z, y, m et n (0 < m < n) tels

que :
r=2n+1
Yy =2m
22 -2y2 =1

On note dans ce qui suit (E) ’équation 22 —2y? = 1 d’inconnue (z,y) € (N*)2. On range les solutions
de (E) dans I'ordre croissant des y.

2. Ecrire un algorithme permettant d’obtenir les solutions de (E) pour y < 100,
3. Déterminer la plus petite (au sens de l'ordre choisi) solution de (E).
4,

4.1. Montrer qu’il existe deux suites (Zp)nen+ et (Yn)nen- telles que, pour tout entier n non

nul :
(B+2V2)" =z, + yn V2
4.2. Exprimer z,11 et yn+1 en fonction de z, et y,.
4.3. Montrer que les suites (Zn )nen~ €t (Yn)nen+ sont strictement croissantes et tendent vers +oc.

5. Montrer que, pour tout entier n > 1, (@, y,) est solution de (E).

On se propose de montrer que I'ensemble S = {(zy,yn),n € N*} est 'ensemble des solutions de
I’équation (E).

On suppose qu'’il existe des couples (z,y) d’entiers positifs solutions de (E) n’appartenant pas 4 S et
on note (X, Y) le plus petit (au sens de l'ordre choisi) de ces couples.

6. Montrer qu'il existe un unique entier N tel que yy <Y < yn41.
7. Justifier a 'aide de ’algorithme que N > 2.
8. Montrer que :
ey +UNV2 < X +YV2 < znp1 +yvia V2

9. En déduire que :
TN-1+YN-1V2 < (3X —4Y) + (3Y —2X)V2 < zy + ynV2

10. Montrer que :

10.1. 3X —4Y > 0;

10.2. 3Y —2X > 0;

10.3. 3Y —2X < Y ;

10.4. (3X —4Y,3Y — 2X) est solution de (E).
11. Conclure.

12. Donner les cinq premiers couples d’entiers (z,y) (au sens de l'ordre choisi) solutions de (F) puis
les valeurs correspondantes de m et n .
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