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L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout matériel électronique
(y compris la calculatrice) est rigoureusement interdit.

Dans le cas on un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale trés
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)
mentionner explicitement.

NB : La copie que vous rendrez ne devra, conformément au principe d’anonymat, comporter aucun signe
distinctif, tel que nom, signature, origine, etc. Si le travail qui vous est demandé comporte notamment la
rédaction d’un projet ou d’une note, vous devrez impérativement vous abstenir de signer ou de ’identifier.
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EAI MAT 1

Notations et rappels

Soit n un entier > 1. Pour tout couple d’éléments x = (x1,...,X4), ¥ = (y1,...,Y¥n) de R", olt R désigne
n
le corps des nombres réels, on note x.y = Zx,-yi le produit scalaire usuel sur R”, et ||x]] = x.x

i=1
la norme de x. On note S,_; = {x € R"; ||x|]| = 1} la sphere de rayon 1 centrée en 0 et G le groupe
orthogonal O,(R) des endomorphismes orthogonaux de R". Pour 2 € R" et r réel > 0, on note B(a,7)
la boule fermée de centre 4 et de rayon r.

On note C, I’ensemble des fonctions de classe C? de B(0,1) dans R (i.e. les fonctions admettant un
prolongement de classe C? sur un ouvert contenant B(0, 1)).
On note (f, g) le produit scalaire sur C, défini par

-1
= dxy ... dxy .
o= L ) [ | fgCd s

Soit a = (v, ..., ay) € N”, olt N désigne 'ensemble des entiers > 0.

On note x*: B(0,1) — R1’élément de C, qui a (x3, ..., x,) associe x]" ... x;".

Pour tout k € N, on note M le sous-espace vectoriel de C, formé des combinaisons linéaires des x“,
pour les a tels que ay +... + a, = k.

Pour toute f € Cy, on note

n azf
A(f) = N0
Z.z:; ox?

et Hy le sous-espace vectoriel de My égal a {f € My; A(f) =

Soient B(a, 1) et B(a’, 1) deux boules fermées de rayon 1.
1. Démontrer qu’elles sont disjointes si et seulement si 2 < |la — a’l.

2. Démontrer qu’elles sont tangentes (c’est-a-dire ont un unique point d’intersection) si et seule-
ment si [la — a’|| = 2, et que dans ce cas “‘;“ est leur point d’intersection.

3. On suppose qu’elles sont tangentes a la boule B(0,1), en respectlvement les points b et V',
Démontrer qu’elles sont disjointes si et seulement si b.b" < 3, et qu’elles sont tangentes si et
seulement si le triangle de sommets 0, b, b’ est équilatéral.

On note 7, le nombre maximal de boules de rayon 1, deux-a-deux tangentes ou disjointes, et
tangentes a la boule B(0, 1).

4. Démontrer que 1, = 6.

5. On suppose dans cette question que n = 8, et on note
AR
A={(x1,...,x8) €R%; Vi, |z} = -, E

B 'ensemble des éléments de R® ayant 6 coordonnées nulles, les deux autres étant de valeur
absolue ‘/— ,etC=AUB.
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(a) Calculer le nombre d’éléments de C, et démontrer que C C Sy.
(b) Démontrer que, pour tout couple (¥, y) d’éléments distincts de C, ona x.y < %

() Démontrer que 75 > 240.
IL.

6. Soit x € B(0,1), et 0 € G. Démontrer que o(x) est un élément de B(0,1). On no'te te: B(0,1) —
B(0,1) I'application définie par t,(x) = o(x).
7. Soit f € C,;. Démontrer que, pour touto € G, f o t; € C, puis que A_(flo,tg) = A(f) o L.
Soitk € N. L
8. Soit o € G; démontrer quesi f € My, f oty € My, et que, si f € H, f o t, € Hy. |
9. Démontrer que, pour f,g€ Cyeto € G,ona{f oty gotsy =(f, 9.
10. Soit f € M telle que, pour touto € G, ona fot; = f.

(a) Démontrer que, six et y € B(0, 1) sont tels que ]| = [|yll, on a f(x) = f(y).

(b) Soit g: [0,1] — R la fonction définie par g(t) = f(0,...,0,t). Démontrer que, pour tout
te[-1,1],ona f(0,...,0,t) = g(tl), et que pour tout x € B(0,1), on a f(x) = g(|Ix|).

(c) On suppose que f n’est pas 'application nulle. Démontrer que k est pair, et qu’il existe
A € R* tel que, pour tout x € B(0,1), on a f(x) = Allx|fe.

111

k
11. (a) SoitP = Z 2; X" un élément de R[X].
i=0
Soit s un réel > 0. Démontrer que, si, pour tout x €] —s,s[, on a P(x) = 0, alors 4; = 0 pour
touti, 0 <i<k

(b) Soit k > 0. Démontrer que la famille des fonctions x* : B(0,1) — R, ott a = (ay,..., &)
parcourt les éléments de N" tels que a; +... + @, <k, forme une famille libre (On pourra
raisonner par récurrence sur f.)

(c) Démontrer que M est un sous-espace vectoriel de dimension finie de Cj,.

On suppose désormais ne2.
Soitk € N, et [k/2] le plus grand entier < k/2.
OnnoteK = {0 € G, o(ey) =en}, olte, =(0,...,0,1),et Ry = {f € Hy; Vo €K, fots = f}.

12. Démontrer que K est un sous-groupe de G isomorphe a O,,—1(R).

13. Démontrer que I'application linéaire @ : RI¥/Z*! — My qui, a (co, ..., ceja), associe
(k72 o
(X1, .ee, %) Z cj(x% O A L
=

est une application linéaire injective, et que Im @ = {f € My; Yo € K, fot, = f}.



14. Soit f = @(co, ..., Clr/2))-
(a) Démontrer que

(b)
(c)

[k/2]
k—2j =
BHE) = D (aje; + Bie0mn (@ +...+ x5 0)

=1
aveca; =2jn+2j-3)etf; = (k—2j+1)(k—2j +2).
Démontrer que Ry est un sous-espace vectoriel de Hy de dimension 1.
On suppose que f est un élément non nul de Ry.

[k/2]

Démontrer que cjcj-1 < 0 pour 1 < j < [k/2], puis que Z el = X2)/ X2/ est un élément

j=0
de R[X] de degré k.

15. Soita € S,_1.

(@)

(b)
(c)

(d)
(e)

®

(g)

Démontrer qu'il existe un unique élément f, € Hy tel que, pour tout f € Hy, ona(f, fa) =
f(@).
Démontrer que, pour tout o € G tel que 0(a) =a,ona fy o t; = f.

Démontrer qu'il existe un unique polynéme py € R[X] tel que f,(x) = pi(xs) pour tout

%€ 5,9:

Démontrer que py est de degré k, et que son coefficient de degré k est > 0.

Soit 0 € G tel que a = o(e;). Démontrer que f; o t; = f, et que pour tout x € R" on a
— 51

Xa =0 (X)en

Soit (#;) une base orthonormée de Hy. Démontrer que f; = Z ui(a)u;.
i

Démontrer que, si b est dans S,,_1, on a

fub) = fola) = pi(a.b) = Z ui(@)u;(b).

IV.

16. Calculer po.
17. Démontrer qu'il existe des réels A1 et Ay > 0 tels que p1(X) = A1 X et po(X) = Ao(nX? -1).

18. Soient m éléments vy, ..., v, de S,—1. Démontrer que, pour toutk € N, on a

Zpk(vi.vj) > 0.
i

19. Soients € N, ag,...,as des nombres réels > 0,a9 > 0, et f € R[X] égala f = Z?:o aip;.
On suppose que, pour tout x € [-1,1/2], on a f(x) < 0.

Soient vy, ..., vy, des éléments de S;-1, tels que v;.v; < % sii# j. Démontrer que m < %—Ol (on

pourra encadrer Zf(vi.v]-)).

i,j
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20. On suppose n = 8. En utilisant 1'identité polynomiale suivante, qu’on ne demande pas de
vérifier :
320

1 1 5 13 19 5 5
S+ 3 5) = FP2t 5gPs t gaPat g5 T ons

démontrer que tg = 240.

V.

Soient m un entier > 1, et k € N. On rappelle qu'une matrice symétrique S = (s; ;) a coefficients réels
est dite positive si Vx = (x1,...,x,) € R”, Zsi,jx,-x]- > 0.
i
21. Soient m éléments vy, ..., vy de Sy—1. Démontrer que la matrice m X m de coefficients py(v;.v;)
est positive.

22, Soit S = (s;,j) une matrice symétrique mxm positive, derang < 7, dontles coefficients diagonaux
sont égaux a 1.

(@) Démontrer qu'il existe une matrice A & m colonnes et n lignes telle que S = 'AA, ot /A est
la transposée de A.

(b) Démontrer que la matrice m X m de coefficients p(s; ;) est positive.
(c) Démontrer que la somme des coefficients d'une matrice symétrique positive est positive.
2
m

y 2
(d) Démontrer que Z Sij 2
L]
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